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Seuies (es nores de cours er de TD sant ayrorisess
Exercice 1 (2 pownes;

Le colt 1en MF) de réalisauon d'un grand ororet est une vanable aléatoirg X dvani comme densite o=
orobatmilté |2 fonction x) défimie par

fx)=0 s x<300 su x>900 s fix)=k/x" sinon.

1. Déterminer [a valeur de k.

3. Quelle st la probabilité pour que ce projer coite plus de 600 MF sachant qu'il 4 déja caité plus de 300 MF ?

Exercice 2 (4 poinis)

Pour comnander a0 construcleur un gerain type de véhicules. un concessionnaire de vaitures utilise |a
suatégle qui consiste i lancer, en fin de semaine, une commande de trors véhicules das qu'il reste an seul
vehicule ao stock.

St la quanuré commandée est dispanible chez le constructeur. la livraison sst sffectuée au début de Ja
semaine qui stiit call2 de la commanda, Dans le cas contraire, [a livraison est reportés pour (e début de la semaine
survante et ainsi de suife (méme lorsqu’il neresie plus nen en stock chez le concessionnaire). La p‘rnbnbi]jn:'- pour ¢
que la quantité commandée soit disponible st ézale 4 0.6, et est égale i 0.4 pour qu'zlle ne e soit pas)

Une ewde de marcheé 4 montré quau maximun deux véhicules peuvent 3tre vendus par semaine par le
concessionnaire ot que les probabilitds d'en vendre un ou deux exemplairss pir semaine sont dgzales
respecuvement 3'0.5 e 0.3, Sait X le stock 3 La fin de la semaine n.

L. Monmer que la suite X estune chaine de Markav 2t préciser ["ensemble F de ses $tats

2. Donner la matrnice P des probabilités de manstion.

3. La lirnite de P™ exuiste-t-elle quand V'anuer positf m tend vers I'indini S Jui ingiqoer 3 quai est-elle gale of
dormer le vecteur des probabilités stautonnaires.

4. On suppose qui llinstam unidal, le concessionnarre dispose d'un stack de uo ou deux vehicules avec les
propabilites p(Xg = 1) = 0.4 a1 p(Xg = 2) = 0.6. Quelles son: les probabilues respectives pour qud la fin de la
deuxieme semamne le stock soll $gal 1 cespectivemen 0, 1 e13 7

5. Si le stockage dun véhicule cofite par semaine 300 F au concessionnaire et st un colt de 3000 F est ressenty

pour chague vehicule demandé aan disponible, quel est par semaine le celt meyen de fonctionnement de ce

svstéme 7

Exercice 3 (" points)
Pour ses besoins propres. une ntreprse lode une photecopienss 1 500 F par jeur 1l maintemance de |a
machuine est comprise: dans le colt de [a locaton: un tour = 10 Reures) Le persannel utjlisatewr de lo

,[:*!hﬂlfcﬂpli‘uﬁ.f AT SUIVENT Un procsssuy de Poisson  en movenne 3 persannas par heurg. Chague utihsateur

cecupe la machine en mevenne pendant § munutes  le temps d'uttlisation de la machine par wne persomnne $ui



une loy expenepticlle. Par ailleurs, le temps que passe le personne! dans le service de photocopies engendre un
codl 3 I'entreprise estimeé i 45 F par heure el par personne.
1. Donner ia probabiite pour qu'un uulisateur qui arrive wouve la photocopieuse libre.

1. Quelle est la probabilité pour quiun ulilisateur qui armyve wouve une personne en aws & auendre que la

3

pnowcopleuse se libers
3. Détermuner je temps Moven passé par chaque unilsateur dans le senvice Je phowecomes. amsi gue le emps
moyen passe duns |"atlente que la photocopicuse se libere,

4. Donnzr le codl horaire moven ressen(i par ["entreprise

5. Reprendre les questions [, 2 et 3, en supposant gue le service de phowcopies aispose e Ueux macnines oe
méme type, Que peul-on'en déduire 3 propos/du nompbre opumai de:machines 3 mewre 2n place

6. L'engepnse regout I'offre de ioconon survante : Elle peut disposer de 3 photocopieuses (de méme tvpe que
précédemment) avec un coll jeurnalier de locauon ¢gal 3 300 F ; Ja maintenance des machunes dtant a'5a charze.
(Dans ce cas, le codl engendre par les pernes de temps dans le service de photocopies devient négliseable). Pour
- la maintenance des machines ['enteprise. dispose d'un seui technicien: et d'apeds des dennées disponibles.
| zhaque muhmu [ombe en panne sulvant un processus 'de Polsson une fois wous ies 3 jours, Une réparauon
nécessite en movenne 3 hewres; le temps de réparation étant une variabie ajéarcire sujvani une -l'ohl exponenielie.
Sachant que chaque réparation cofllte 60 F <t que une heure de non foncrionnement d'une machine antraine un

coltde 75 F, 'enoeprise a-f-elle intérét 3 accepter cette offre ?

Fxercice 4 (J poins)
Un poissonnier achete chaque maun A kuios de pomssons. Le prnx gu'il payve au pécheur astune foncuon
de-la forme P = (10X = 4574 ou X st une variabie aléatowre donl la densité de probabilité f{x) zst dennéa par
fix)j=l=x a1 0s¢L] fixi)=x=1 s 1 Sx€2 a1 Hxy=0 st x& [0.3]
Le potssen.est vendu au prix de 70 F le kulo. En fin de journée, 13 quanuté qui raste ast vendue 2 25 F le
kilo, L= poissonnier considérs que les demandes de poissens peuvent dmwe réparues «n trois catégories
imporante, moyenne et fashle, avee des probabiligés respectives 0.3, 045 ot .03, Les demandes pour chague

saregone semt enwre 36 ot 71 kilos et peuvent dtre considéreas comme des lots de 12 kilos. Leurs distributions

SON! Somme St

Demande Imporrante Maoyznne Eable
36 0.10 0.25 0,43
48 0.20 0.30 0.30
a0 040 0.30 0,13
72 0.30 0.135 0, 10

1. Deteruner un processus de géndrauon de nompres aleatoires pour la lov de probatilité dont la densitg est la

foncuen f(x).
2. a) Le polssonnier ressentuncolt de 10 F pour choque kilo de poissons demandé et non sansfut. Développer

un megels de sirnuladon pour calculer e gain moyen par jour,

by Simuler =2 medz2le sur 3 jours pour A =8 (en unlisant [es nombres aldatpires de la pramuire colonne de

larable distnbuée),

-4
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Seules les nores de couns et de TD sont quronisées
Exercice' l 17 pounss)
Etant donné le coiit Eleve gue pear enwrainer une machme &n panne (perte de production. perte de
chiemele. . ), une entreprise qui gére le fonctionnement de 10 machines a mus en place un service de
maintenance de sorte que toute machine qui sorr du service de mamtenancs fonctionne 2nsuite comme
une machine neuve. L'entreprise a observé le fonctionnement des 10 machines pendant un certan
nompre de jours et a2 remarqué les faits suivants : Aucune machine ne foncuonne plus de 5 jours sans
tomber en panne, Toute machine qui tombe en panne le fait toujours en fin de journéz. Une machine
en panne passe immeédialement par le service de maintenance 2t se remet en service le lendemain.
Pendant la pérode d'observation, les 100 pannes qur ont té relevées se sont réparties de la manitre
sutvante ;
20 pannes sur des machines qui ont fonctionné | seul jour aprés leur sortie du service de maintenance.

K i IR LSRR sawes 2 HOUTS mm e e cs s Eee o, EEE N mmmep -
L LR TP . 3 JOUrs ~teceee e i iiee e caaaaae,
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On définu ["état d une machine commie $tant Jé nombre de jours dcoulés depuis son dernier passage au
service de maintenance. On désigne par Xy la variable aléataire qui’ décrt ["état d'une machine le
mann du n-igme jour : X = signifie que j jours'se sont €coulés entre le matin du jour n et la sortie de
la maghine du service de maintenance. Fn particulier : Xy = 0 signifie que la machine 2st tombéz en
panne le soir du (n-])-iéme jour et Xy = | gue la machine ast tombse en panne le sorr du (n-2}-iéme

jour et & forctionné le jour (n-1) sans tomber en panne le sour.

1. Remarguer que pour n 2 2. on a soit Xp = 0. soit Xg = X + |. En déduire que [a suite (Xp) 2st

une chaine de Markov. Préciser |'ensemble E de ses dfas,

02 0.8 O 0 0
- Montrar que la matrice P des grobabilités de transition s"écrit - 3% 0 8 0 0
P = 33 0 0 V3 0
34 0 0 i [/
l Q Q U 0

3. La limite de PV existe-t-2lle quand lntier positif m tend vers Uinfing 7 Si oui indiquer A quoi 2st-

elle 2gidle et donner le vacrzur des probabiligs stattonnaires,



4. Siune riachinz vient de passer dans le service de maintenance. quelle est la probabilité pour qu'elle

tombe en panne aprées deux jours de fonctionnement sans panne 7

3. L'enurepnse envisage les deux stratégies de maintenance suivantes
(1) Mauntenance immédiate pour toute machine qui tombe &1 panne.
(1) Mamtenanes immédiate pour toute machine qui tombe 2n panne &t de plus chague machine
doit passer dans |e service de mainienancs aprés deux jours de fonctionnement sans panne.
S\ la panne d'une macnmne enwaing un cout de 25 000 F &t son passage dans le service de

miaintenance un cott de 5.000 F, quelle stratégie est-elle préférable A ['enrreprise °

Exercice 2 (7 paints)
Devant un distnibuteur antomatique, des clients arrivent suivant un processus de Poisson au rythme de
[ client tautes les 2 minures. Le distdbuteur met en moyenne 2 minutes pour servir un client; le temps

de service 251 exponentiel.

1. On suppose que tout ¢lient qui arrive attende son tour pour ne repartir gu'une fois servi.,
1.1, Quelle est la probabilité pour qu'an ¢lient qui arrive ne wouve personne dans la file
dratente 7
1.2. Quei st le nomibre moyen de clients qui se trouvem dans la file d'attente
LJ3. Quelle est la durge moyenne de séjour d'un client devarit Je guichet, dans ["arente de son

(our ou en wain J'Stre servi ?

2. On' suppose maintenant que le distributeur se trouve dans uné salle qui peut accuetllir au maximum
= persanmes. Lorsqu'il v a 4 personnes présentes dans la salle. tout pouvean client qui arrive n'y st
pas adrmus et dou répartir

< 1. Quelle 25t la probabilitd pour qu'un client qui arrive puisse sntrer dans la salle ?

2.2, Quel est le nembre moyen de clients qui se trouvent 3 I"intérieur de [a salle ?

=2« Quel 25t le nombre moven de clients servis par heure 7

2.4, Quelle est la dures moyenne de séjour d'un client dans la salle ?

3. On suppose a pouveau que tour client qui armve puisse attendre son tour 2t ne repartir qu une fois
servi. On supposa aussi queé les clients arrivent. suivant un processus de Poisson. au rvthme de 2
clients par minute. L orzanisme proprigtaire et ;gestfﬂnum-rt du distibuteur snvisaze la mise en service
de nouveaux distributzurs du méme type, [l estime que Ohaque minute d'atente subia par un cliem
entraine uné perte de | . Lo mise en place d'un nouveau diisrﬂbu_tf:ur Sniraingrdit an ¢codt horamre
maoyan de foncrionnement de |30 F.
A1 Quel est e qambre minimum de diseributeurs que 'orzanisme doit \nstall2r pour que le
svsteme admetiz un it stanonnaire ?

3.2. Déterminer le nombre de- distribuleurs 1 metrre.en servics de maniérs A minimiser le coit..

I~
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Seules lék noles de cours ef de TD sont autorisées Le sujet comporte 2 puges,

Exercice | 4 Rons)
On lance deux dés a 6 faces bien equilibrés. Déterminer chacune des probabilités ;

1. que la somme des nombres obtenus sur les deux dés spit supérieure ou égale 2 9 sachant que 1'on 2 au moins
un 6 sur un dé,

2. que 'on ait 4 sur un dé sachant que |*on a au moins un 2.

3. que la somme des deux nombres obtenus sur les deux des soit 3 sachant que la différence entre la plus grande

¢t la plus petite de ¢es deux valélrs vaut 4.

Exercice 2 (4 poins)

1. Montrer que la fonction { définie par: fix)=0 pour x<-l et x=z1
fix)=1+x pour <l <x<0
Ax)=1-x pour 0<x<1

est une densité de probabilité (d’une certaine variable aléatoire X).
2. Déterminer la fonetion de répartition, I'espérance mathématique et 1a variance de X

3. Pour 7 £ [R, calculer ]'"espér.an{:a mathématique de la variable aleatoirte YV = ¢ frX i

Exercice 3 (12 pomis)

Dans un pare naturel ou nichent des rapaces diumes dont 20 adultes, une équipe d'observation est chargeée de
surveiller les allées el venues de ces oiseaux adultes. Cette €quipe a remarqué que lorsqu’un olseau quitte le site,
(| part seul, towjours a 1'aube, €t N’y retowmne qu_e-la-.s_o'ir-npré$ une abserice de 4 jours consécutifs, § pouvant
prendre les valeurs 1, 2, 3, 4 ou 5. Ainsi, chacun de ces rapaces renfre au parc aprés au maximum 3 jours
d absences pour repartir dés le lendemain matin. Durant la pé-rinéiﬂ' d'observation. 1000 sorties et rentrées de ces

rapaces.ont éte releveées, réparties comme st -

I_r

Nombre de jours d 'absence : 1 2 3 3
Nombres de sorhies €t de renirées : 200 300 300 150

l_ﬂ
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